CORRECTION MPIT (session 2004)

Premieére partie

1 1 it 1 - )
1. a) E — converge <= z > 1,z — est décroissante sur |1, +2c|. de méme pour (.
n

- n
# n>1

- b} ¢ est monotone donc admet une limite en 17.

1
2)2) =, VYz>leNeN.

En faisant tendre £ — 17 puis NV — +oco on obtient le résultat demandé.

1
c) Z — converge normalement sur [a, +oc[, pour a > 1.
n>1 i
: S
lim — =

= : . On applique le théoreme du double limite.
I+ N* 0 sinon

1 1= (Logn)* o
d) L’application z — est C* sur |1, +ocf et (=) e 1)k 3_—)-. Woke N".
n e n-
Pour tout a > let z > a: on a:
1 (Logn
* ( l)kLogn)’“ |<k ogn)*
ne
k
* lim n'% ___(Logn) —i
n—-+00 ne
Donc
oo Loen)k
¢ est de classe C* sur |1,+oxc[ et (¥ (z) = Z = n”! , YVkeXN
n=1
e) Soit n € N*, Vt€[n,n+1]on a:
1 1 1
§ ——— < — < —, donc pour tout entier non nul N on aura,
(n+1)= tz
N 1 N+1 1 S“
< —
?-::1 (n+1)* — /; e n*’
. . 1
En faisant tendre N vers +oc on obtient {(z) — 1 < 1 < ((2)
2. ((z) est équivalente 3 T au voisinage de 17
Deuxiéme partie
1. Pour toutn € N*et z > -1 0n a: 1+£~>0.
» n 8
z z Iz 1, = o s %
Log(l+ =) = = — — + o(=) donc gn(z) ~ 7~r—,—, Donc F est bien définie sur | — 1. +o0l.
n:s o 20?2 n? 2 2n-
2. Ona: gllz) = ——f————
n(z + n)
Pour tout segment {a,b] de | - 1, +oc] on a :
g al+|b] i
Pour n assez grand., ,g,,\z,t < —————— =, poit tout 1 € (e b et
nin +a)

g o est une série convergente.

n>1
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- Pour tout n € N*, g, est C! sur ] — 1, +20].
~ la série Z gn converge simplement sur | — 1, +oc.
n>1
- La série Z g.. converge uniformément sur tout segment de | — 1. +xc|.
n>1
oo

. 1 ) =S —%
Donc F est de classe C! et F'(z) = ; o

4. — Pour tout n € N*, g,, est de classe C*°.
- La série Z g, converge uniformément sur tout segment de | — 1. +oc|.

n>1 -
-1)?(p - 1)!
- Pour tout entier p > 2, gﬁ,”)( ] = (—_(n)—-%)ﬂ_)_'
- 1!
~ Pour tout entier p>2etb>a > -1, Suplg!?(z) = a1
(a.b} (n+a)?

Z (n converge

n>1

Donc F est donc C* sur | — 1,+oc[etVz > —letk>2 F¥(z)=

=l (TL+I)"
5. Pour tout entier k > 2, F¥)(0) = (=1)*(k — 1)!¢(k) .
1 1
6. a) Tnt1 —Mm=9a(1)+ — - =, VneN.
n+l1 n
b) Z(’yn;u — ) convergeet onaV N € N*
n>1
o Sy BN
;(7n+l - V) = IN4L =N = Zgn rz—; )
Par passage a la limite on obtxem ¥ =)
o n+1
7. a) Log(l +z) = Z sk Bk
n=1
b -,
1—1 3
Pour z = % on obtient Z nQ" og(sj_
i ’ oC ,_l\yn-,’. | Inﬁl 1
- Pour tout z € [0.1], !Rn(:r‘;! = :A—Z \—;—7”; < = < T 0 quand n — +oc.
_1\77}1

On applique le Théoreme du double limite on obtient Z (

n=1

= Log(2).

_ i (“'”kzk
i knk

8. a) i) Par majoration du reste d’une série alternée on a:

’uN(%)} = [i(-l}k—z—k— £ —i— VnewN
- ‘

ro

e
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i) Cn a Z ¥n(—) converge absolument et
n

n>1
o0

S en @S < Y oy = 40
n=1 n n=1

I/\

) T o= (-2 = N
b) 1) le(r_z}’_ Z n" NnN g " NnN(1+412)

oo ' Ay
g N 1 1 1 ((N)

un(—)| < =
I'Z“Dh(n)l" 1+z NnN z4+1 N

-

9. D’apres 1~C) on a

« IR = O VR =S
Flzy = Tg"“r) Zz_knk * :Z e wn(=) =
n=1 =1 k=2 n=1 k=2 n=1
(=1* o =
: z T k) + > ()
k=2 n=1
- C(k) &
En faisant tendre N vers +cc et en utilisant 8-(c) on aura F(z) = Z(—l)k‘-’—i—'r
k=2 "
¢(k) 1 o F&@) (k)
10. On a & e donc R=1et o (-1) ST

Troisiéme partie

z

I Lo 5
1. Pour tout z > 1, 0< fi(z) < 5 Pl intégrable au voisinage de +oo (k > 2).

n+1 n+1
- dr | 1
2. L 'k\ :/ d — / e e e e
e n fk(r) = " n rk+1 k' nk (Tl 3+ l)k)

3. Soit N un entier > 2,

/-?\v
Jdr = k)= e
e E: i k§3 =~ e )
N N-1
1 1 R T 1 e 1
k; .n+1)k-1*(nTl)k’“E\l'(.-\-'+1)'=——’*;/—:<F
s ko Yo . =i (k)
Par passage a la limite on obtient / fulr)de = =
0 k I A PRy 1
4. Ona: (-1 V| =V = fxldr < —dr = —
na: D=V [ fmars [ = g
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la série Z W est convergente.

k>2
+oc +0o0 2 \ 2
.wn=/ fads= [ futada - [ peare = 2 - [ e =
¢k
* T k(27'1)
b)V = Z( 1)"(<(k) ( ) F(1) - Z( 212:1 +Z -F(l) Log(g)+%+

k=2
mma=1nm%%5

. a) @ est continue par morceaux sur [2,+oo] et
1
0<¢(z) <

z1+z) =222

bV = Z ® (CD*EG@) . / <wm%=

Tkl Zk+1
k=2

* E(z) 1 1

A zle+1dz d ¢(1')

la permutation Z et / se justifie par :
., (CV*E(z)

—T - est intégrable sur [2, +o0].

(=1)*E(z)

4. . r
* I série iz ThEeT o converge simplement sur [2, +o00f.

oo k
. / I-(——mld:r ket 3.5, Vi converge.
5 2

pk+1
Pour justifier la permutation on peut aussi montrer que

. ~+00 1 k
lim Z (= ki;?(:r) 0.
HEennlte, | Nit =
n+1 n+1 1
c) (z)dz = —_———dr.
/n o(z)dz n/ﬂ pr +z)d1
1 1 1 1

Or

—_— = L
z2(l+z) 2 z =z+1

n+1
donc / o(z)dz =n [Log(l + —1—) TS Log(1 + ‘1‘) ot l]
- n n)

n+1 n+1

d) Soit A, = Log(1 + l) - l On a,

N+1
Z/ é(z)dz = Zn(A,.+1—4)—’\AN+1—Z»1 - 24,

n=2 n=3
En faisant tendre N vers +oc on obtient
+00 1 4
1% =§=:3A,, - 24, = F(1) + 5 — Logz

Quatrieme partie

T —

|
§
g
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1. Log(Gn(z)) = Logn! + zLogn — Z Log(z + k) = zLogn — Z Log(1 + Z 9k (2) — T7m
k=1 k=1

2. a) Par passage a la limite dans question 1), on obtient V z €] — 1, + 0],
Log(G(z)) = F(z) — zvy donc G(z) = eF&)-7=,

b) Gz +1) = (z + 1)—+—+—1-G alx)
En faisant tendre n vers +oco on obtient G(z + 1) = (z + 1)G(z).

c) e D’aprés 2-a), on a H(z} = Gix)
_ _G=z+1)
.IH(I)—G(I)——m——H($+1).
1
lifnes 1 1
2 " " — _ + — > 0.
o H est C? sur ]0,+o00[ et (LogH)"(z) = F"( z)+$ Z-:l(z+n)2+1'2_0

3. Par récurrence J(n) = (n —1)! = H(n) = (n — 1)! = G(n) = nl.

4. a) i) On applique I'inégalité de convexité a LogJ :

) T
*rn—-—l<n<n+z = Log-‘](—i(%gél,og%ﬂ.

1. Jn+z) J(n+1)
s < :
| *n<n+z<n+1 = 2:Log T(n) < Log 7(n)

ii) En utilisant 3 et 4-a), on obtient,

Jn+z)

zlog(n — 1) < Log—(?

<zLogn = (n—-1)!(n-1)* < J(n+z) <n®(n-1}.

iii) Par récurrence sur p on obtient J(p+z) = (t +p—1)(z+p—2)---zJ(z), p€ N~

iv) On applique 4-a)-ii),
n!n®
z(z+1)(z+2)---(z+n)

nln®
A 8
z@z+ D)@ +2) (@+n) =

spourn=p, Jin+z) Snin-1= ——J@) <

xpourn=p+1>2 nn*<Jn+1l+z)=

\ . ; , G(z)
b) Par passage 4 la limite dans 4 — a) — iv) on obtient ¥ z €]0, 1], on a J(z) = —

L’égalité reste vraie pour r = 1.

c)OnaG(z)=2G(z-1)=2(z-1)G(z-2)=z(z-1)---(z —p+ 1)G(z — p).

)
d) Jet z— & coincident sur ]0, 1] d’apres 4-b).



pourz>1letp= E(I) onaJ(z—p) =

( )

gi_x::p_) car z — p €)C, 1],

on obtient —= =(z —-1)---(z —p+ 1)(z — p)J(z — p) = J(z)

Cinquiéme partie

. Pourtout n € Z, C,(f)= E l)n) sin(zm)

2 sin(zr)  sin(zr et et
La série de Fourier de f est i) T (zm) Z( 1L [ + .
T ™ e —1n T+n

. f est de Classe C!- par morceaux sur R.
On applique le Théoréme de Dirichlet : La série de Fourier de f converge simplement vers

= cos(zmw) sit=—7

f(t) site€]—m,af
fritr { Flomm) + f=n") _ fm) + £(=m)
2 2

.Pourt=m,
o fl=xlfln) _ sin(zm) | sin(z7) — 2z
f,(n) = 5 = cos(zm) = e + = fg -
2 o)
. a)i) | o n2| — pour n > 2, donc Z —2 ;2 converge normalement sur ]C, u]

n>1

ii) On intégre sur 10, u] ; I'égalité de la question 3 on obtient,

¥ zm cos(zm) — sin(7z) (1rz) e sin(7u)
I s [Log )| < Log T2,

T sin(wz)

= .[% s = u?
= ———dr = Log(l — —=).
T wmte = Lt =)

z—0 .

s'm(7ru.) . o ("‘ 2
iii) Log( Y= hm ZLog(l— )_ hm Log H(l——) donc

\n=1
sm(wu
—_—— — 1 — it
wim H<

b) 1) Gn(u)Gn(l —u) = ————(1 ) ||u———§
n+l—u s k
7u(l — u)

Par passage 4 la limite et en utilisant 4-a)-iii) on obtient G(u)G(1 —u) = Snlre)

") On a, G(u) = ¢F™)~7*_ On remplace dans la relation précédente on obtient
F(u)+ F(1-u) = 5y + Log (M)

sin{7u)

¢) En faisalnt tendre u vers 0 dans 4-b)-ii), on obtient F(1) = 4.
Pouru—-on 2 (l,:"/ o
3 onaF (5] =a+ ( 4)

A
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Sixiéme partie

‘ ( ) Z I2k 1 5‘0: - I?,N 1
PN |= % S 3N o= 2 2N
n = h Bl 1-z%n
oo 00 P 2N
d’od IZ %v(—)l < lsov(; | <C@N)T—
n=1 n=1
2 0 N-
.0 x 22 _
n a TICotgmT = 1+Z — 1 QZZ ( )
n=1 n=1 k=1
JV 1

1—3 2% LN
IS o ) IS
- . LI

Or d’apres 2. NHIan ZIYN(n) =0 donc

n=

20
rrcotgnr = 1 — 2 Z C(2k)z**
k=1

. On a cotgz — 2cotg(2z) = tgz.

.Ona:
72k
*Sire€]—ma\{0} zcotg(z)=1-2 ZC(Zk
et - g
*Size]l- = —[\{0} 2zcotg(2z) = 1 — 222% 2k)

k—
2k
donc tgz = ZZ o )(22" 1)z, vraie pour z = 0.

C(2k) . 92k
Ona-}a‘—— 22k—1)~7r_Tk.

En utilisant le régle de D’Alembert pour les séries numériques on obtient

_ Q2k+3|72k+3) n2k P
,,Brfoo w2k+2 QIEHI|g2E+1| T g2
T
Donc R = —.
2
3 (3) 1
. Onatg(z) =z + % +o(z®) =>tg'(0) =1et ‘8 3'(0) =3

2

4
. . I3 ’ z_. LY - 7r 7r
Par unicité du développement en série entiére on obtient ((2) = 3 et ((4) = %

-~



